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M Algebrd e |. NUMERE REALE

CAPITOLUL“R"“NUMERE REALE.

&1 Rranicau
1.1. RADICALUL DE ORDINUL n OINTR-UN NUMAR REAL POZITIY,
ne{2, 3}

Si analizam urmatoarele situatii-problema:

I. Un teren de form# patratica are aria egald cu 2500 m*. | A =2500 m*
Cati metri are o latura a terenului?

2. Un vas in form3a de cub are volumul de 1000 dm®. ?m

Cati decimetri masoara o laturd a vasului?

Pentru a raspunde la intrebarile ridicate, sa notam
cu x lungimea laturii terenului si cu y lungimea laturn .
vasului. Astfel, modelul matematic al acestor probleme il |y -1000 dm®|
reprezintd ecuatiile x* = 2500, respectiv y® =1000 care
se seriu sub forma x* ~ 2500 =0 (1), y* 1000 (2). 2dm

Solutiile lor se gasesc relativ usor, observand ca
2500 == 50% si 1000 - 10,

Se obtine x =50(m)si y =10(dm).

Este important de observat ca solutia ecuatiel (1) reprezinta un numar
real pozitiv a carui putere a doua este 2500 si care in clasele anterioare s-a
notat 50 - +/2500. Solutia ccuatie (2) este un numar real pozitiv a carui
putere a treia este 1000.

In general, este vorba de rezolvarea unei ecuatil de forma
x*-a=0, neN\{l}, a>0.

Admitem fara demonstratie urmatorul enunt:

@ TEOREMA 1 ' |
Ecuatia x* -a=0,neN \ {1}, ac(0,+w)are o singurd solutie reala

pozitiva.

Altfel spus, teorema afirmid ca pentru orice numar real pozitiv La“ sl
orice numar natural n > 2, existd un unic numar real pozitiv a carui putere
a n-a este egala cu a.



Fie a> 0 un numadr real pozitivsl n ¢

Se numeste

{o

=

1.

(sau radacina patratd) din numérul

pozitlv © numarul real pozitiv a carui putere a doua este egald cu ' si se

noteaza sau

Se numeste (sau
radacina cubicd) din numarul pozitiv
numarul real pozitiv a carui putere a treia
este egala cu ' sl se noteaza cu

Cu notatiile adoptate se poate scrie:

Ja>0si (\/;)zr:a, Vaec(0, - o);
Ya>0si (Q/E)B:fa, Vae(0, +wx).

Exemple
« V9 =3; Y64 - 4; Y289 -17; 30,008 = 0,2.

+ Solutiile problemelor enuntate la inceputul
paragrafului se scriu sub forma:

x = 32500 =50 (m). y = 41000 - 10 (dm).

OBSERVATII Si PRECIZARI )
Daci a = 0, prin definitie +/0 - 0, 30 - 0.

Radicalit au fost cunoscuti inca

‘din antichitate. Babilonienii avean
| tabele cu raddcintle patrate ale nu-
- merelor.

Indienii (sec. IX) rezolvau ecuatia

| de gradul doi gi cunosteau faptul cd
i nu se poate calcula raddcina patra-
'1d a unui numdr negativ.

Acestia puteau calcula radacina de

cordinul 3 cu ajutorul unor formule
' de aproximatlie.

Germanul Michael STIFEL
(1487-1567) utiliza radicalul unui

numdar pand la ordinul 7.

Christoph RUDOLI (sec. XVI)

folosea urmatoarele simboluri: V' vV

_pentru *7-, AVAYA pentru \’/_ ete.

Notajia actuald a radicalilui
J apare din 1544 in lucrarile
lui Michael STIFEL.

y

In determinarea numerelor de forma \/x“ , X ¢ 2, trebuie avut in vedere ca

indiferent de semnul lui x, \[x_’> 0. Astfel, avem ,/(«8)2 : \/87’ = 8 !8!

Asadar, vom scrie vx© = ’x

,xc b

Sa sc aduca la o forma mai simpla expresiile:

a) E\/(l—ﬁ) V7 443; 1) ¥ V¥’

Solutie

a) Expresia E se scrie succesiv astfel:

= 2x -1 =X

E=[t-8|-2-V3|- V3 1-2 J3-1.
i I
s (x=1-%, dacax>-1
b) Felx-1-x"= ﬁ\ X ] aca x |
|- x - 1-x* dacax<-1



DEFINITIE

+Se numeste din numarul real negativ @ numarul
real negativ a carui putere a treia este egala cu

Pentru acesta se foloseste notatia a si au loc relatiile:

ﬁ/5<0, (‘Q/;)H =a sl Jgﬁ_, Va<0.

Exemple
Y97 .8 30,125 = -0,5; 3;-~-»-§~- w2
Y 343 7

-Ecuatia x?+ 216:=0 are solutia reald negativd x = Y216 - 6.

Sa se determine x ¢ B pentru care sunt definite expresiile:

a) B(x)-V2x" < 5x -3 < ¥x - 2; b) F(x)- /9 x* - \,x?

Solutie

a) Pentru cxistenta expresiel E(x) se pune conditia de existenta pentru
ficcare radical. Astfel, radicalul de ordinul 2 existd dacid 2x” : 5x -~ 3>0, jar
radicalul de ordinul 3 existd pentru orice x ¢ k.

Rezolvand inccuatia de gradul al doilea se obtine solutia problemei:

1 \
xca( ®0, - 3]u o SR
L /

b) Conditiile de existentd pentru F(x) sunt: 9 x*>0 si x- 170

(conditia de existenta a fractiei). Se obtine x ¢ [ 3, 3] X {]}

Babilonienu aproxumau

g . . . 'y numerele irafionale cu ajutorul
In ciclul gimnazial s-a invatat algo- | nediilor aritmetice si geomeirice.

ritmul de extragere a radacinii patrate din- | De exemplu, foloseau formule de

tr-un numar rational pozitiv, iar in clasa a il LTS L i S
o e T . :

1X-a s-au invatat modalitati de aproximare ra- i 2a

tionald a numerelor reale In Mesopotamia, in unele pro-

! . . bleme apar aproximari de forma:
Pentru calculul numerelor irationale de 95

. af N 1‘2 ~]- > 1.41

forma Ja, ac @ se foloseste caleulatorul de v 60

buzunar sau se fac aproximéri rationale asa =1~ B V
s se va vedea in exemplul urmétor. 60

i
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¥ Exemplu.

* 53 se gaseascd o valoare aproximativd a

numarului Y2 cu o eroare mai mica decét V&

- : -2 ¥ s i T % '
107, respectiv 1072 Numarul 2 apare in problema
Solutie celebrd numita ,duplicarea cubulid

Deoarece 1=1°<2<2' =8 rezultd ci 1<v2<2 |wfiind dat un cub cu latura 1, sd se
construiasca cubul care are volumul

1 ca urmare 1, respectiv 2 sunt valorile aproximative bl
dublu,

prin lipsd, respectiv prin adaos cu o eroare mai mica

decat 1 ale numarului 42 .

Pentru a gasi aproximarile rationale cu o :
eroare mai mici decat 107 ale lui U2 se procedeaza ! V2 7
astfel. Se scrie sirul de numevre: 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4;
1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2,0.

Se cautad in acest sir doua numere consecutive astfel incat cubul acestor numere si
incadreze pe 2. Pentru o ciutare mai eficientd se alege numarul din mijloc. Se obtine
1,6" = 3,375 > 2. Rezulta ci perechea de numere ciutati va fi printre numerele 1,1; 1,2; 1,3; 1,4.

\Y 2V

Calculam 1,2% = 1,728 care este mai mic decat 2 s1 ca urmare 1,1° va fi de asemenea
mai mic decat 2.

Calculam 1,3° =2,197 > 2 si astfel am obtinut ca 1,2 < \‘/5 <1,3.

Asadar, 1,2 si 1,3 sunt aproximarile rationale prin lipsi, respectiv prin adaos cu o
eroare mai mica decit 107 ale numarului real /2.

Pentru a obtine aproximéri rationale cu o eroare mai mica decat 10 sc considera
sirul de numere: 1,21; 1,22; 1,23; 1,24; 1,25; ...; 1.29.

Se procedeaza ca la cazul anterior si se giseste ci 1,25 < 2 < 1,26, 1ar aproximarile
cautate sunt 1,25 respectiv 1,26.

Procedeul poate continua pentru a gisi aproximari rationale ale lui ¥2 cu o eroare
oricit de mica se vrea.

EXERCITI! §! PROBLEME

EXERSARE
!

I21. Sa se calculeze: i ¢) Un cub cu volumul de 3,375 m? are
&) V2, V17, J(-6)"", (-3)": "

latura de ... dm.
d) In trei rezervoar

e cubice cu
b) Y272, ¥-64, ¥-343, YJ729; _ volumele cgale incap 12%44 litri de

TR I e — oo e, \
[3 3{ Y512, 3/-0,008. apa. Atunci latura unui rezervor este

) Vio> 125 de s dm

2. Sa se scrie cu ajutorul radicalilor E3. ]?ent.ru ce valori ale lui x au loc ega-
solutiile problemelor: lltag}lc: B
a) Patratul cu aria de 1296 m?® are a) ‘;’sz =X; b) \/x2 =-X;
latura de ... m. i

c) \/x‘ = x% d) 3/x3 =X;

e) %/x3 =-x; ) {/\/;_15 =-x?

b) Patratul cu aria de 28,09 m? are |
latura de ... dm. I



sa fie definite expresiile:

a) Jx-3; b) ¥5-8x;
c) \/3;:4, d) V-x;
e) J(3+ x)._;; i/27x .';2’.

g) ' by Va-x’
i) \/4x2—4x+7—§/(x—])’

Sa se reprezinte grafic functia
f:D-—> R, data prin:

a) f'(x)=\/(4—x)2, xe[0,6]:

(-x+5)

Sa se determine partea intreaga a

numerelor: /1396; \/71;, -3205;

¥456; ¥900; ¥-35; -5240.

2. Sa se compare numerele realc:

a) [\/ﬁﬂ si [M];
b) [Q/:EJ si [—3/1_4}
o) {3136} si i {- Jo.1225}.

7. Sa se aproximeze prin lipsa si prin

adaos cu o croare mai mica decat
1; 0,1, respectiv 0,01 numerele:

¥3, 32, 0.

_Pentru ce valori ale Iui x sunt defi-
nite expresiile:

[3-x / —]
2/ ; b A
2) x+4 \9 x”
/2x2—6x —-3x” || X
f——— d F— _ 3 e
)y x—4 )\/x2-1,6+\'9 X
2 v
e) + :1fl—1‘,- -7
\ | V2-[x|

. Folosind semnul functiilor trigonome-

trice sa se determine domeniul maxim
de definitie D al functiei f: D > R:

a) f(x)= «/51—n;, Dc [O,Zn];

4, Sa.se determine xe R astfel incat; |

APROFU\ DARE

AT,

AS.

LS.

& Algebré < |. NUMERE REALE

b) f(x) = %/(Zx-a)s, xely

c) f(x)= (6—3x)2 +§/(?—1)3, xeR.
Se dau multimile:
—

A={xel|} /O‘—-lel 3
]\ x—2
el
B—{xel!\/@k+3 el}.
Sa se determine AUB, AnB, AxB.

X

P/

. Sa se demonstreze ci numerele §/2

si 35 sunt irationale.

b) f(x)=+cosx, DC[O 21':]

¢) f(x)=+1-sinx, Dc B
[
d) f(x) = 3!».v,,,.,..<
Vtg

L ., Dl
x—1 22

;. Daca x e N, y e Z\N, si se scrie sub

forma mai simpla expresia:
J16(y—2x)" +23(2y-3x)° W](thgy

Fie ae[-1,1], be[-3, 4] §i

(a;L 1;14)2 + \/(Za +h+ o) :

F=(a-3b-10) —\[(1a—b-17)’
iar s=E-F.
Alegeti variant"é corecta:

a)sgQ; b) seN; ¢) se Q\N;
d) s=-3.

E=

Si se reprezinte grafic functiile
f:R >R, stiind ca:
a) f(x)= (x-.‘?.)%)(l—x)g;

b) f(x) =\/)'&é -\/r(x—l)z;

c) f(x)= \/(X-H)4 +\/(x+1)2.
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Sa se determine. m e R astfel incat-sa b) g: [0 + oc) >R, g(x) =

existe functiile: - E

)RR, f.'(x) _ = \/(m' + .'Sm)x‘ —2(m+ 3)x+2;
4 , D)

= \/(m—?,)x‘ +2(2m-3)x+m-2; ) hiR->R h(x)= 3/_ X+2

\ X?' +mx+m

Folosind definitia radicalului de ordinul 2, respectiv 3 si unele
proprietati ale puterilor cu exponent intreg, sc vor pune in evidenta o serie
de proprictati specifice radicalilor.

Sa amintim urmatoarea proprietate a puterilor cu exponent natural
care va f1 folositd in demonstrarea unor proprietati ale radicalilor.

,Dacad a, be [O,#@) si neN, atunci a’ =b® daci si numai daci
a=b" (¥)

a) \/;5::\/;-\/3, Va,be[0,+oo);
b) i@:{/;%, Vabel.

Demonstratie

J

a) Fie x: Jab S1y o= Ja Vb, Rezulti i x > 0,y>0 six”- (\/E) = ab,
(R )

Asadar, x” - y” si conform proprietitii (*), datd mai sus, se obtine ci

b) Tema.
Exemple

g 1.8 1 81 19 9

V16 625 V16 V625 4 25 100°

b) {/(--343) 216 = 3f(-343) - 4216 = (-7)-6 - - 42,
OBSERVATIE
Proprictatea P1 poate fi generalizatd pentru un numér finit de numere
reale a., a,. ..., a_. Astfel au loc egalitatile:

A, A8, A, .yJa_, Va, a, .., a_ >0

Ja, e, .8l =§a - Ya, \*/ér Va., a,.,a, ¢k

10



a) (\/;)m .-:.—\/E,v ac[0, o), meN
b) (x’/z;)r :::x*/a_"‘,\faep,me&.

Demonstratie

Sc aplica generalizarea proprictatii P1 pentru a, =a, =...=a_ = a.
Exemple
2

a) (3) = ¥0; 1) (V3 3% o (¥ 2) - ¥a.

- VYac + o E 3 0);
a) .| 7’ ac[O, ; ),be(O, : 00);
-z_a_—g_'a - -
b)\/b Q/_,VaeD,bcD.

Demonstratie
(Tema)

Exemple

Q) 169 Vieg 13 729 Y729 9

!—_ —= -~ 3 , " ——» T T .
Y961 J961 31 V512 ¥512 8

a) \/a2k-b:|a|k-«/g, VaeR b>0;
b) ¥ a®*.b=a*-¥b, Va, bel

Demonsitralie

Intr-adevir, vya™ b = \/(:‘_)7 b =
:da:sk b = ”(a:‘ )3 \,/E —g* %

ak

Vb Jal" Vb si

Exemple
a) V27 3 =2°.2.3-2°.6; b) ¥81=33* = ¥3°.3 -3 3.
OBSERVATIE

Citind din membrul al doilea egalitatile a), b) din proprietatea P4 se
obtine modalitatea de introducere a unui factor sub radical.

Exemple
a) 3v2 =37 2= 18 b) 2U3 - Y(-2)"-3 - ¥ 24,

11
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bop— v Ty

i J. Vuldllpal alita 1auiialiiorn.

a) Daca a, b [0,~<), atunci Ja<vb<sac<h.
| b) Daca a, be R, atunc:1\/g<\/—<:>a<b

Demonstr alie
Intr-adevir, pentru a, b ¢ [0,+00), luand a=x, b -y, unde nec {2, 3},

rezultd x* =a s1 y* =b.

Din echivalenta x<y<«>x®<y® se obtine a<b ceea ce justifici
proprietatea pentru numere pozitive.

Pentru indicele n=3 si a, b negative sau de semne contrare se
demonstreazi analog folosind scrierea ¥x = —¥-x. =

1.4. OPERATII CU RADICALI
R
Examinand proprietéatile radicalilor de ordinul n, n e {2, 3} se constata
ca ele descriu totodatd anumite reguli de calcul cu radicali. Astfel, au loc

urmatoarele operatii: Unele reguli de caleul cu

i \/2; . \/F =+ab, a bec [0, + OO), puteri si radicalt au fost fo-
losite inea din secolul al

Ya o = {ab, a, be R (inmullirea radicalilor) | x1vViiea.

\/— AL KASI a stabilit regula
a a . iducerii radicalilor la ace-
g il o NS <10, - »)}, be (0 -w aducerii radica a
b b’ a [ ’ ) . ( E )’ lasi ordin si folosea formuile
: de tipul:A
'\3/; 2 Fa -%b =3

: a, be K, b#0 (impdriirea radicalilor) :
Vb b %fa-¥b = Fa" b=

\/a_)m =va®, mel, ae(0, - »n);
)N ={a”, mc 4, ac R (ridicarea la putere)

ia
avb =+a’ b, a, belo, )

a¥b=%a’-b, a, be k. (inmultirea unui radical

cu un numar - introducerea factorilor sub radical )

Evercilic ‘/())"(»//w/(’

@ 1. S84 se calculeze, scriind rezultatul sub forma mai simpla:

12
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Soluitie

Se inmultesc, respectiv se impart radicalii de acelasi ordin si se obtine

s—\/_ Y8-36=2.6-

® 2. S3 se efectueze Inmultirile:
a) 445 b) 3Y2;c) ~243; d) aVb.
Solutie

a) Avem 45 - \/k \/—

b) 332 = {/(-3) P.2=3454;

C) "'2\/[7 = /2 2- = 7-7\/__,;
\/ *D, 0

d) avb =2 ?> .

|(-a)'b, a<0

® 8. Sa se scoatd factorii de sub radical:
a) "‘(----2)5 .3%; b) va'b®.

Solutie

a) Avem succesiv: {/( ‘))5 3t - \]( 2)3 -(»/2):Z .33 =

b) Va'b? = a’ a’ bl a.

= OBSERVATII

« Adunarea radicalilor nu are proprietati speciale.

Trebuie avut in vedere ca fa-ibrifa-b, ne {2, 3}.

Daca a<0, b>0, atunci af . \/;g
Daca ae 2, b>0, atunc Ja™b ’a \/B

~9.3312 - 6312

« Media geometricad a doud, respectiv trei numere reale pozitive este

m_ = Jab, respectiv m, =</a-b-c.

B

1.5. RATIONALIZAREA NUMITORILOR

Sa consideram expresiile i3 1 $1 !

care prezinta radicalul

]la numitori. Se pune problema scrierii acestor expresii astfel incat sa nu

mai contin& radicalul la numitori. Cum se va proceda?

13



